
TEORÍA DE LA MEDIDA
Sesión 18

Convergencia en Lp

Asumimos que se tiene de�nido un espacio de medida completo (F;F ; �).

Recordemos las siguientes de�niciones y resultados:

1. Una sucesión de funciones medibles (fn)n2N converge casi en todas partes a una función
medible f si l��mn!1 fn = f excepto a lo más en un conjunto de medida cero. Si éste es el
caso, se escribirá fn

c:t:p:�! f .

2. Una sucesión de funciones medibles (fn)n2N converge en medida si existe una función
medible f tal que, para cualquier " > 0, se tiene:

l��mn!1 � (fy 2 E : jfn(y)� f(y)j > "g) = 0

Si éste es el caso, se escribirá fn
��! f .

3. Supongamos que � es �nita y sean f una función medible, (fn)n2N una sucesión de funciones
medibles tal que fn

��! f y g : R! R una función continua, entonces g � fn
��! g � f .

4. Supongamos que � es �nita y sea (fn)n2N una sucesión de funciones medibles tal que

fn
c:t:p:�! f , entonces fn

��! f .

5. Sea (fn)n2N una sucesión de funciones medibles que converge en medida, entonces (fn)n2N
contiene una subsucesión (fnk)k2N que converge casi en todas partes a una función medible f
y tal que, dada � > 0, existe un conjunto medible A tal que � (A) < � y la sucesión (fnk)k2N
converge uniformemente a f sobre Ac.
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Teorema 1. Sea p 2 (0;1] y (fn)n2N una sucesión de funciones medibles tal que fn
Lp�! f ,

entonces fn
��! f .

Demostración

Sea p 2 (0;1).

Para cualquier " > 0, se tiene:R
F jfn � f jp d� =

R
fjfn�f j>"g jfn � f jp d�+

R
fjfn�f j�"g jfn � f jp d�

�
R
fjfn�f j>"g jfn � f jp d� � "p� [jfn � f j > "]

Así que:

� [jfn � f j > "] � 1
"p

R
F jfn � f jp d�

Por lo tanto, l��mn!1 � [jfn � f j > "] = 0 para cualquier " > 0.

Supongamos que fn
L1�! f , entonces l��mn!1 kfn � fk1 = 0 y, para cualquier n 2 N,

jfn � f j � kfn � fk1 casi en todas partes.

Dada " > 0, sea N 2 N tal que kfn � fk1 < " para cualquier n � N . Entonces, para
cualquier n � N , jfn � f j � kfn � fk1 < " casi en todas partes. Así que � [jfn � f j > "] = 0
para cualquier n � N . Por lo tanto, l��mn!1 � [jfn � f j > "] = 0 para cualquier " > 0.

Como se muestra en los siguientes dos ejemplos, en general, para p 2 (0;1), la convergencia
en Lp no implica convergencia casi en todas partes, ni esta última implica convergencia en
Lp.

Ejemplo 1. Sea F = (0; 1], � la medida de Lebesgue sobre F y (Jn)n2N la sucesión de
intervalos:

J1 = (0; 1]

J2 = (0;
1
2
], J3 = (12 ; 1]

J4 = (0;
1
22
], J5 = ( 122 ;

2
22
], J6 = ( 222 ;

3
22
], J7 = ( 322 ;

4
22
]

. . .

Es decir, para n 2 f0; 1; 2; : : :g y j 2 f0; 1; 2; : : : ; 2n � 1g, J2n+j = ( j2n ;
j+1
2n
].

Para cada n 2 N, de�namos fn = IJn.
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Para cualquier p 2 (0;1), n 2 f0; 1; 2; : : :g y j 2 f0; 1; 2; : : : ; 2n � 1g, se tiene:R
F jf2n+jj

p d� =
R
F

���I( j
2n
; j+1
2n
]

���p d� = 1
2n

Así que, fn
Lp�! 0, pero, para cualquier x 2 F, la sucesión (fn (x))n2N no converge.

Ejemplo 2. Sea F = (0; 1], � la medida de Lebesgue sobre F y p 2 (0;1). Para cada n 2 N,
de�namos fn : F! R de la siguiente manera:

fn (x) =

8><>: (2n)
1
p si x 2

�
0; 1

2n

�
0 en otro caso

Para cualquier x 2 F se tiene l��mn!1 fn (x) = 0.

Por otra parte, para cualquier n 2 N, se tiene:R
F jfn+1 � fnjp d� �

R
( 1
2n+1

; 1
2n
]
jfn+1 � fnjp d� =

R
( 1
2n+1

; 1
2n
]
jfnjp d� = 2n

�
1
2n
� 1

2n+1

�
= 1

2

Así que la sucesión (fn)n2N no es de Cauchy en L
p y, por lo tanto, no converge en Lp.

Si p =1 tomemos:

fn (x) =

8><>: 1 si x 2
�
0; 1

2n

�
0 en otro caso

Para cualquier x 2 F se tiene l��mn!1 fn (x) = 0.

Por otra parte, para cualquier n 2 N, se tiene:

jjfn+1 � fnjj1 = 1

Así que la sucesión (fn)n2N no es de Cauchy en L
1 y, por lo tanto, no converge en L1.
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Teorema 2. Sean p 2 (0;1), ffngn2N una sucesión en Lp y f una función medible. Si � es
una medida �nita, las siguientes propiedades son equivalentes:

i) fn
��! f y la familia fjfnjp : n 2 Ng es uniformemente integrable.

ii) f 2 Lp y fn
Lp�! f .

iii) f 2 Lp, fn
��! f y l��mn!1

R
F jfnj

p d� =
R
F jf j

p d�.

Demostración

i ) ii

Como fn
��! f , existe una subsucesión (fnk)k2N tal que fnk

c:t:p:�! f y, como la familia
fjfnk j

p : k 2 Ng es uniformemente integrable, jf jp es integrable.

Por otra parte:

jfn � f jp � 2p (jfnjp + jf jp)

Así que la familia fjfn � f jpgn2N también es uniformemente integrable. Por lo tanto, dada
cualquier " > 0, existe � > 0 tal que

R
A
jfn � f jp d� < " para cualquier n 2 N y cualquier

A 2 F tal que � (A) � �.

Pero:

l��mn!1 � [jfn � f jp > �] = l��mn!1 �
h
jfn � f j > �

1
p

i
= 0

Así que, dada � > 0, existe N 2 N tal que � [jfn � f jp > �] < � para cualquier n � N .

Por lo tanto, existe N 2 N tal que
R
fjfn�f jp>�g jfn � f jp d� < " para cualquier n � N .

Así que:

l��mn!1
R
fjfn�f jp>�g jfn � f jp d� = 0

Además, para cada � > 0, se tiene:R
F jfn � f jp d� =

R
fjfn�f jp>�g jfn � f jp d�+

R
fjfn�f jp��g jfn � f jp d�

�
R
fjfn�f jp>�g jfn � f jp d�+ �� (F)
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Así que:

l��mn!1
R
F jfn � f jp d� � l��mn!1

R
fjfn�f jp>�g jfn � f jp d�+ �� (F) = �� (F)

Finalmente, como � > 0 es arbitraria, se tiene:

l��mn!1
R
F jfn � f jp d� = 0

Por lo tanto, fn
Lp�! f .

ii ) iii

Para todo espacio vectorial normado (X; jj�jj), se tiene:

jjjxjj � jjyjjj � jjx� yjj

Así que, si una sucesión (xn)n2N converge a x, entonces:

jjjxnjj � jjxjjj � jjxn � xjj

Por lo tanto:

l��mn!1 (jjjxnjj � jjxjjj) � l��mn!1 jjxn � xjj = 0

Se concluye entonces que:

l��mn!1 jjxnjj = jjxjj

Si f 2 Lp y fn
Lp�! f , entonces:

l��mn!1
�R
F jfnj

p d�
� 1
p =

�R
F jf j

p d�
� 1
p si p 2 [1;1)

l��mn!1
R
F jfnj

p d� =
R
F jf j

p d� si p 2 (0; 1)

Así que, en cualquier caso:

l��mn!1
R
F jfnj

p d� =
R
F jf j

p d�
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iii ) i

Para � > 0 y x 2 R, de�namos:

f� (x) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

jxjp si jxj � �
1
p

� �

(2�)
1
p��

1
p

�
x� (2�)

1
p

�
si x > 0 y �

1
p < jxj < (2�)

1
p

�

(2�)
1
p��

1
p

�
x+ (2�)

1
p

�
si x < 0 y �

1
p < jxj < (2�)

1
p

0 si jxj � (2�)
1
p

f� es una función continua, así que f� � fn
��! f� � f .

Además, f� (x) � jxjp y 0 � f� (x) � � para cualquier x 2 R.

Se tiene jf� � fnj � � y f� � fn
��! f� � f , así que:

l��mn!1
R
F jf� � fn � f� � f j d� = 0

Por lo tanto:

l��mn!1
R
F f� � fnd� =

R
F f� � fd�

Se tiene:

l��m��nfn!1
R
fy2F:jfn(y)jp�2�g jfnj

p d� �
R
fy2F:jfn(y)jp�2�g f� � fnd� =

R
F f� � fnd�

Así que:

l��m��nf
R
fy2F:jfn(y)jp�2�g jfnj

p d� � l��mn!1
R
F f� � fnd� =

R
F f� � fd�

�
R
fy2F:jf(y)jp��g f� � fd� =

R
fy2F:jf(y)jp��g jf j

p d�.

Además, por hipótesis:

l��mn!1
R
F jfnj

p d� =
R
F jf j

p d�

Por lo tanto:

l��m sup
R
fy2F:jfn(y)jp>2�g jfnj

p d� = l��m sup
�R

F jfnj
p d��

R
fy2F:jfn(y)jp�2�g jfnj

p d�
�

= l��mn!1
R
F jfnj

p d�� l��m��nf
R
fy2F:jfn(y)jp�2�g jfnj

p d�

�
R
F jf j

p d��
R
fy2F:jf(y)jp��g jf j

p d� =
R
fy2F:jf(y)jp>�g jf j

p d�
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Dada " > 0, tomemos �0 tal que
R
fy2F:jf(y)jp>�0g

jf jp d� < ". Entonces:

l��mn!1

�
sup

nR
fy2F:jfj(y)jp>2�0g

jfjjp d� : j � n
o�

= l��m sup
R
fy2F:jfn(y)jp>2�0g

jfnjp d� �
R
fy2F:jf(y)jp>�0g

jf jp d� < "

Así que existe N 2 N tal que:

sup
nR

fy2F:jfj(y)jp>2�0g
jfjjp d� : j � n

o
< "

para cualquier n � N .

Para cada j 2 f1; 2; : : : ; N � 1g tomemos �j tal que:R
fy2F:jfj(y)jp>2�jg jfjj

p d� < "

De�niendo � = m�ax
�
2�0; 2�1; : : : ; 2�N�1

	
, se tiene:

sup
nR

fy2F:jfj(y)jp>�g jfjj
p d� : j 2 N

o
< "

Por lo tanto:

l��m�!1 sup
nR

fy2F:jfj(y)jp>�g jfjj
p d� : j 2 N

o
= 0

Así que la familia fjfnjp : n 2 Ng es uniformemente integrable.

Proposición 1. Supongamos que la medida � es �nita, entonces, para cualquier r 2 (0;1],
si fn

Lr�! f , entonces fn
Lp�! f para cualquier p 2 (0; r].

Demostración

Si fn
L1�! f , entonces l��mn!1 sup es fjfn � f jg = 0. Así que, dado " > 0, existe N tal que

sup es fjfn � f jg < " para cualquier n � N . Por consiguiente, jfn � f j < " casi en todas
partes. Así que

R
F jfn � f jp d� � "p� (F) para cualquier n � N y p 2 (0;1). Por lo tanto:

l��mn!1
R
F jfn � f jp d� = 0

Si r 2 (0;1) y fn
Lr�! f , entonces fn

��! f y la familia fjfnjrgn2N es uniformemente
integrable.
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Además, jyjp � 1+ jyjr para cualquier y 2 R y cualquier p 2 (0; r]. Por lo tanto, para � > 2,
se tiene: R

fjfnjp>�g jfnj
p d� �

R
f1+jfnjr>�g (1 + jfnj

r) d� � 2
R
fjfnjr>��1g jfnj

r d�

Así que:

l��m�!1 sup
nR

fjfnjp>�g jfnj
p d� : n 2 N

o
� 2 l��m�!1 sup

nR
fjfnjr>��1g jfnj

r d� : n 2 N
o
= 0

Por lo tanto, la familia fjfnjpgn2N es uniformemente integrable.

Finalmente, como también se tiene fn
��! f , entonces f 2 Lp y fn

Lp�! f .

Consideremos ahora un espacio de probabilidad (
;=; P ).

Recordemos que una función ' : I ! R, de�nida en un intervalo cualquiera, es convexa si,
para cualquier par de puntos x; y 2 I, con x 6= y, y cualquier punto z en el intervalo cerrado
J , cuyos extremos son x y y, se tiene ' (z) � ` (x), donde ` es la función, de�nida sobre J ,
cuya grá�ca es el segmento de recta que une los puntos (x; ' (x)) y (y; ' (y)); es decir:

' (z) � ' (x) + '(y)�'(x)
y�x (z � x)

De manera equivalente, Una función ' : I ! R es convexa si, para cualquier par de puntos
x; y 2 I y cualquier � 2 [0; 1], se tiene:

' (�x+ (1� �) y) � �' (x) + (1� �)' (y)

Proposición 2 (Desigualdad de Jensen). Sea G una sub�-álgebra de =, X una variable
aleatoria de esperanza �nita y ' : R!R una función convexa tal que '(X) tiene esperanza
�nita, entonces ' (E [X j G]) � E ['(X) j G].

Demostración

Como ' es convexa, para cualquier pareja de números reales x; y, se tiene '(x) � '(y) �
'0(y)(x� y), donde '0 es la derivada por la derecha de '. De manera que si de�nimos Z =
E [X j G] y, para cada n 2 N, Wn = I[�n;n](Z), se tiene Wn'(X)�Wn'(Z) � Wn'

0(Z)(X �
Z). Pero, como Wn y Wn'

0(Z) son variables aleatorias acotadas G-medibles, se tiene:

WnE ['(X) j G]�Wn'(Z) = E [Wn'(X) j G]� E [Wn'(Z) j G]

� E [Wn'
0(Z)(X � Z) j G] =Wn'

0(Z)E [(X � Z) j G] = 0
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Así que, para cualquier n 2 N:

Wn'(Z) � WnE ['(X) j G]

de lo cual se obtiene, tomando límites cuando n!1:

'(Z) � E ['(X) j G]

Proposición 3. Sea (Xn)n2N una sucesión de variables aleatorias la cual converge a X en
Lp, con p 2 [1;1), y G una sub�-álgebra de F . Entonces la sucesión (E [Xn j G])n2N converge
a E [X j G] en Lp .

Demostración

Por la desigualdad de Jensen, se tiene:

jE [Xn j G]� E [X j G]jp = jE [Xn �X j G]jp � E [jXn �Xjp j G]

Así que:

E (jE [Xn j G]� E [X j G]jp) � E (E [jXn �Xjp j G]) = E [jXn �Xjp]

Por lo tanto:

l��mn!1E (jE [Xn j G]� E [X j G]jp) = l��mn!1E [jXn �Xjp] = 0

Densidad de las funciones simples en Lp

Lema 1. Sea p 2 (0;1). Una función simple no negativa ' pertenece a Lp si sólo si ' es
nula fuera de un conjunto de medida �nita.

Demostración

Sea ' una función simple no negativa con representación canónica ' =
Pn

k=1 akIEk . Entonces,
para p 2 (0;1), se tiene: R

F '
pd� =

Pn
k=1 a

p
k� (Ek)

Así que ' 2 Lp si y sólo si � (
Sn
k=1Ek) =

Pn
k=1 � (Ek) <1.
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Además:

fx 2 F : '(x) > 0g =
Sn
k=1 IEk

Por lo tanto, ' 2 Lp si y sólo si � (fx 2 F : '(x) > 0g) <1.

Teorema 3. Sea p 2 (0;1). El conjunto de las funciones simples nulas fuera de un conjunto
de medida �nita es denso en Lp.

Demostración

Sea f 2 Lp y ('n)n2N y ( n)n2N dos sucesiones no decrecientes de funciones simples no
negativas tales que l��mn!1 'n (x) = f+ (x) y l��mn 1  n (x) = f� (x) para cualquier x 2 F.
Sea A = fy 2: jf (y)j <1g. Entonces, para cualquier n 2 N, 'nIA y  nIA siguen siendo
simples.

Para cualquier n 2 N se tiene 'nIA � f+ y  nIA � f�, así que 'nIA 2 Lp y  nIA 2 Lp. Por
lo tanto, 'nIA y  nIA son nulas fuera de un conjunto de medida �nita.

Además, como � (Ac) = 0, l��mn!1 'nIA = f+ y l��mn!1  nIA = f� casi en todas partes.

Para cada n 2 N de�namos sn = 'nIA �  nIA. Entonces:

l��mn!1 sn = f+ � f� = f casi en todas partes. Así que:

l��mn!1 jf � snjp = 0 casi en todas partes.

Además:

jsnj = j'nIA �  nIAj � 'n +  n = jf j

Así que:

jf � snjp � 2p (jf jp + jsnjp) � 2p+1 jf jp

Por lo tanto, aplicando el teorema de la convergencia dominada, se tiene:

l��mn!1
R
F jf � snjp d� = 0

Así que la sucesión (sn)n2N converge a f en L
p.


