TEORIA DE LA MEDIDA

Sesién 18

Convergencia en r»

Asumimos que se tiene definido un espacio de medida completo (F,F, u).
Recordemos las siguientes definiciones y resultados:

1. Una sucesién de funciones medibles (f,), oy converge casi en todas partes a una funcién
medible f si lim, ., f, = f excepto a lo més en un conjunto de medida cero. Si éste es el

e . c.t.p.
caso, se escribird f,, —

2. Una sucesién de funciones medibles (f,), oy converge en medida si existe una funcién
medible f tal que, para cualquier ¢ > 0, se tiene:

lmy oo p ({y € B |fuly) — fy)] >€}) =0

.y s 1
Si éste es el caso, se escribird f, — f.

3. Supongamos que /i es finita y sean f una funcién medible, ( f,),,cy una sucesién de funciones
medibles tal que f, —— fy ¢ : R — R una funcién continua, entonces g o f, —— go f.

4. Supongamos que p es finita y sea (f,),cy Una sucesiéon de funciones medibles tal que

fn A f, entonces f,, - f.

5. Sea (fy),en una sucesion de funciones medibles que converge en medida, entonces (f,),,cn
contiene una subsucesion ( f,, ),y que converge casi en todas partes a una funcién medible f
y tal que, dada § > 0, existe un conjunto medible A tal que ; (A) < d y la sucesion (fp, )pen
converge uniformemente a f sobre A°€.
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Teorema 1. Sea p € (0,00] y (fn),en Una sucesion de funciones medibles tal que f, G f,

entonces f, —— f.

Demostracién

Sea p € (0, 00).

Para cualquier € > 0, se tiene:

Jolfo = fIPdp = f{|fnff|>5} fo = fIPdp+ f{|fn,f\§g} |fu = fIP dp

> [y Vo = £V = 1= f1 > <]

Asi que:

/L[|fn_f’>5]§5ipfﬂ7’fn_ﬂpdu

Por lo tanto, lim,, .« i [|fn — f| > €] = 0 para cualquier € > 0.

Supongamos que f, RO f, entonces lim,_,« ||fn — fll., = 0 y, para cualquier n € N,
\fo — fI < |Ifu — fll, casien todas partes.

Dada ¢ > 0, sea N € N tal que || f, — f||., < € para cualquier n > N. Entonces, para
cualquier n > N, | f, — f| < || fn — fll, < € casi en todas partes. Asf que p[|f, — f| >¢] =0
para cualquier n > N. Por lo tanto, lim, .. i [|fn — f| > €] = 0 para cualquier € > 0.

Como se muestra en los siguientes dos ejemplos, en general, para p € (0, 00), la convergencia
en LP no implica convergencia casi en todas partes, ni esta tltima implica convergencia en
LP.

Ejemplo 1. Sea F = (0,1], p la medida de Lebesque sobre F y (J,)
intervalos:

neN la sucesion de

J4 = <0’ 2%]’ J5 = (2%’ 2%]7 Jﬁ = (%7 2%]: J7 = (2%7 iz]

[\)
[\)

Es decir, paran € {0,1,2,...} yj€{0,1,2,...,2" — 1}, Jonyj = (zj—n, i,

Para cada n € N, definamos f, = 1;,.



Para cualquier p € (0,00), n € {0,1,2,...} yj€{0,1,2,...,2" — 1}, se tiene:

p
d,u:%n

fF|f2n+j|pdlLL: fF‘I(QLn Jj+1

b 277.
) L : .
Asi que, f,, — 0, pero, para cualquier x € F, la sucesién (f,, (¢)),,cy DO converge.

Ejemplo 2. Sea F = (0,1], i1 la medida de Lebesgue sobre F y p € (0,00). Para cadan € N,
definamos f, : F — R de la siguiente manera:

fu(z) = (2”)% siz € (0,5)

0 en otro caso

Para cualquier x € F se tiene lim,, ., f, () = 0.

Por otra parte, para cualquier n € N, se tiene:

Jo lFnr = ful” dpe = o = FalPdp= [_o g1l dp=2" (35 — ) = 3

101 1
on+172M on+1°
Asi que la sucesién (f,), oy 1o es de Cauchy en L? y, por lo tanto, no converge en LP.

Si p = oo tomemos:

1 sixE(O,%n)

fo (@) =

0 en otro caso

Para cualquier z € F se tiene lim,,_., f, (z) = 0.

Por otra parte, para cualquier n € N, se tiene:

||fn+1 - anoo = 1

Asi que la sucesién (f,), oy 0o es de Cauchy en L* y, por lo tanto, no converge en L.
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Teorema 2. Sean p € (0,00), {fu},cn una sucesion en LP y f una funcion medible. Si i es
una medida finita, las siguientes propiedades son equivalentes:

i) fo == f yla familia {|f,|” : n € N} es uniformemente integrable.
i) felry f, = 1.

iti) f € L7, fu == f y Wy oo [ |ful”dp = [ 1fI” dps.
Demostracién

Como f, - f, existe una subsucesién (fri)gen tal que f, A f y, como la familia
{Ifn.|" : k € N} es uniformemente integrable, |f|” es integrable.

Por otra parte:

[ = 17 <20 (I ful” + 1F17)

Asi que la familia {|f, — f|’},cy también es uniformemente integrable. Por lo tanto, dada

cualquier £ > 0, existe § > 0 tal que [ Alfa—f |” dp < e para cualquier n € N y cualquier
A€ F tal que pu(A) < 4.

Pero:

i oo 1 fo = S > 0] =Moot | o = f| > a¥] =0
Asf que, dada § > 0, existe N € N tal que u|[|f,, — f[° > a] < § para cualquier n > N.
Por lo tanto, existe N € N tal que f{|fn_f|p>a} |fn — fI" du < & para cualquier n > N.
Asi que:

lim,, o f{‘frf‘pw} \fo = fIPdp =0

Ademsds, para cada a > 0, se tiene:
Jolfo = fI"dp = f{|fn—f|1’>a} |fo = fIPdp+ f{|fn—f|p§a} | fu — fIP dp

< Jipaespsay o= FIP di+ apn (F)



Asi que:

iy [l o= F17dpt < Wit [y gy | — F17 i+t (F) = ap (F)

Finalmente, como o > 0 es arbitraria, se tiene:
LP
Por lo tanto, f, — f.
Para todo espacio vectorial normado (X, ||e||), se tiene:

2]l = lylll < [lz =yl

Asi que, si una sucesion (z,,),,.y converge a x, entonces:

aall = llll] < [lzn — ]
Por lo tanto:
oo ([[|2n]| = [][]) < Wy oo [z — z[| =0
Se concluye entonces que:
iy, oq [0 = |||

Si felPy f, G f, entonces:

1 i
limy oo (g 1 ful” dp)? = ([e " dp)? sip € [1,00)
Wy, oo fo | ful” dpp = o |fIP dpsip e (0,1)

Asf que, en cualquier caso:

Mmoo fg | ful” dp = [ | 1" dp
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Para § > 0y x € R, definamos:

;

jf? si|af < B
1 1 1
~ oy (1= (20)) sia> 0y <] < (20)7

- 268)P —P
fo(x) = ) . . . .
f (o4 @28))  siw<0ypr <z < (28)
(268)P —pP
[ 0 i ] > (28)

fs es una funcién continua, asf que fg o f, —— fzo0 f.

Ademds, f5(z) <|z|” y 0 < fz(x) < para cualquier = € R.
Se tiene [ 50 ful < By fiyo fu = fao f, ast que:
Uiy o fy [ f5 0 fo— f50 fldp =0
Por lo tanto:
Mmoo [5 f3 0 fadp = [ fa o fdp
Se tiene:
Hm infp oo [, cpprzapy Fal” @ = [iyeripmp<asy £8© fadit = g f3 0 fadp
Asi que:
lim inf f{yeF:‘fn(y”pSw} | fol? dpp > Mmoo [5 a0 fodp = [; fso fdu

_ p
> Jyerismr<sy /50 F = Jyer sy 1117 d

Ademads, por hipétesis:

lim,, . fF |fn|p d:U“ = f[p |f|p dﬂ

Por lo tanto:
lim sup f{yer|fn(y)|p>26} | fnl? dpp = lim sup (fF | ful? dpn — f{yeF:\fn(y)\pSZB} | ful” dﬂ)
= lim, 0o fF | ful? dpp — 1im inf f{yeF:‘fn(y”pSw} | ful? dp

< Jelf17di = [oyeripp<oy 1 d = Joyeripypssy 117 di



Dada € > 0, tomemos 3, tal que f{yeF:\f(y)|p>Bo} |f|” du < e. Entonces:

o (Sup {f{yEFtlfj(y)l”>2Bo} il dpes g = "}>
_ ¢ p P
= Mmsup [ ez g, p>asey ol 1 < Jyemisrsop 117 di <
Asi que existe N € N tal que:
Sup {f{yGF:\fj(y)\p>2ﬁo} |fil" dpe: 5 = ”} <€
para cualquier n > N.
Para cada j € {1,2,..., N — 1} tomemos 3, tal que:
p
Jtyeris,qppsas,) 1" dp < €

Definiendo @ = max {260, 284, ... ,26N_1}, se tiene:

Sup {f{yGIF:Ifj(y)|p>a} ’fj|p dp:j € N} <e

Por lo tanto:

lim,_, o SUp {f{yeF:\fj(y)|P>a} \filPdu g€ N} =0

Ast que la familia {|f,|” : n € N} es uniformemente integrable.

Proposicién 1. Supongamos que la medida p es finita, entonces, para cualquier r € (0, 00|,

. L Lr .
si fn — [, entonces f, — [ para cualquier p € (0,7].
Demostracion

Si fn RO f, entonces lim,, ... supes{|f, — f|} = 0. Asi que, dado € > 0, existe N tal que
supes{|fn — f|} < e para cualquier n > N. Por consiguiente, |f, — f| < € casi en todas
partes. Asi que [, |f, — f|" dp < ePp (F) para cualquier n > N y p € (0,00). Por lo tanto:

lim,, .o f]F ’fn - f|p dp =10

Sir e (0,00)y fn , f, entonces f, —— f y la familia {Ifal" }en €s uniformemente
integrable.
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Ademéds, |y|” < 1+ |y|" para cualquier y € R y cualquier p € (0,7]. Por lo tanto, para a > 2,
se tiene:

Jugapsay V" di < Jou g ppray A Ul ) A S 2 Jg g ooy 1l dpe

Asi que:

lim,_, o sup {f{lfn|p>a} |ful? dp:m € N} < 2lim,_, o SUp {f{|fnlr>a—1} |ful dp:m € N} =0
Por lo tanto, la familia {|f,|"}, oy es uniformemente integrable.

Finalmente, como también se tiene f, —— f, entonces f € LP y f, 2, f.

Consideremos ahora un espacio de probabilidad (2, 3, P).

Recordemos que una funcién ¢ : I — R, definida en un intervalo cualquiera, es convexa si,
para cualquier par de puntos x,y € I, con x # y, y cualquier punto z en el intervalo cerrado
J, cuyos extremos son x y y, se tiene ¢ (2) < £(x), donde £ es la funcién, definida sobre J,
cuya gréfica es el segmento de recta que une los puntos (z, ¢ (2)) v (y, ¢ (y)); es decir:

P (2) < (x) + AL=20 (2 — )

De manera equivalente, Una funcién ¢ : I — R es convexa si, para cualquier par de puntos
x,y € I y cualquier A € [0, 1], se tiene:

eAz+(1=Ny) <Ap@)+ (1= p(y)

Proposicién 2 (Desigualdad de Jensen). Sea G una subo-dlgebra de ¥, X una variable
aleatoria de esperanza finita y ¢ : R—R una funcion convexa tal que p(X) tiene esperanza
finita, entonces ¢ (E'[X | G]) < Elp(X) | g].

Demostracion

Como ¢ es convexa, para cualquier pareja de mimeros reales z,y, se tiene ¢(x) — ¢(y) >
¢ (y)(z — y), donde ¢’ es la derivada por la derecha de . De manera que si definimos Z =
E[X |Gy, paracadan € N, W, = I_, ,j(Z), se tiene W,p(X) = Wop(Z) > Wo¢'(Z)(X —
7). Pero, como W,, y W,¢'(Z) son variables aleatorias acotadas G-medibles, se tiene:

WoE [p(X) | G] = Wap(Z) = E[Wap(X) | G] — E[Wae(2) | G]
> EW.g'(2)(X = 2) | Gl = Wo (2)E[(X = 2) [ G] = 0



Asi que, para cualquier n € N:
Wao(Z) S WhE[p(X) | G
de lo cual se obtiene, tomando limites cuando n — oo:

p(2) < Elp(X) | 9]

Proposicién 3. Sea (X,,), .y una sucesion de variables aleatorias la cual converge a X en

LP, conp € [1,00), y G una subo-dlgebra de F. Entonces la sucesion (E [ X, | G]), cy converge
a E[X |G| enLP.

Demostracién
Por la desigualdad de Jensen, se tiene:
[EXn |Gl = EIX |G = |E[Xn = X | G]]" < B[ Xy — X["| G]
Asi que:
E(E[Xn |Gl = EX|G]I") < E(E[|X, = X[ | G]) = E[|X, — X[']
Por lo tanto:

lim, oo B (|E[Xn | G] — E[X | G]P) = limy 00 E[| X, — X|P] =0

Densidad de las funciones simples en L»

Lema 1. Sea p € (0,00). Una funcion simple no negativa ¢ pertenece a LP si sdlo si ¢ es
nula fuera de un conjunto de medida finita.

Demostracion

Sea ¢ una funcién simple no negativa con representacién canénica p = >, axlp, . Entonces,
para p € (0,00), se tiene:

fIF @Pdp =y app (Ey)

Asi que p € LP siy s6lo si u(Up_y Ex) = D> pyq 1t (Ex) < 0.
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Adems3s:

{zeF:px)>0}=U,_, Ik

Por lo tanto, ¢ € LP siy sélo si pu({x € F: ¢p(x) > 0}) < oo.

Teorema 3. Sea p € (0,00). El conjunto de las funciones simples nulas fuera de un conjunto
de medida finita es denso en LP.

Demostraciéon

Sea f € Ly (0,)nen ¥ (¥n),en dos sucesiones no decrecientes de funciones simples no
negativas tales que lim,, ... ¢, (z) = [T (x) y im,..o ¢, (z) = f~ (x) para cualquier z € F.
Sea A = {y €:|f (y)| < co}. Entonces, para cualquier n € N, ¢, I, y 1,14 siguen siendo
simples.

Para cualquier n € N se tiene ¢, I4 < fty ¢, 14 < f~,asi que p,I4 € L y 1,4 € LP. Por
lo tanto, ¢, 14 y 9,14 son nulas fuera de un conjunto de medida finita.

Ademas, como p (A°) =0, lim,, . @, la = [T y lim, ¥, [a = f~ casi en todas partes.
Para cada n € N definamos s,, = ¢, [4 — 1,1 4. Entonces:

lim, o s, = fT — f~ = f casi en todas partes. Asi que:

lim,, oo | f — sn|” = 0 casi en todas partes.

Ademés:
50| = [P da — ¥, lal < @, + 1, = |f]
Asi que:
[f = sul” S22 (If17 + [sal”) < 2271 | £IF
Por lo tanto, aplicando el teorema de la convergencia dominada, se tiene:
Mmoo Jo |f — snl" dpp =0

Asi que la sucesién (s,,),, oy converge a f en LP.



